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1. Descomposiciéon de la matriz de rotacion a
través de la linea de maxima pendiente

Pasamos del sistema terreno al sistema de la fotografia mediante las si-
guientes rotaciones: En primer lugar realizamos un giro en torno al eje Z de
valor K, hasta situar el eje Y siguiendo la linea de méaxima pendiente de la
fotografia. A continuaciéon un giro respecto al eje X de valor —i, en donde i
es el angulo de inclinacion de la fotografia. Por tdltimo otro giro respecto al
eje Z de valor K para situar los ejes como se encuentran en la fotografia.
Efectuando el producto de matrices:

cos Ky —senkK; O 1 0 0 cos Kg —senKy 0
M = | sen K; cosK; 0 0 Ccost sent sen K coskKy 0] =
0 0 1 0 —seni cost 0 0 1

cos K1 cos Ky — sen Ky sen Kycosi — cos Kqsen Ky — sen K7 cos Kgcost —sen Kqsent
sen K cos Ky + cos Ky sen Kgcosi —sen Ky sen Ky + cos K1 cos Ky cosi cos K1 senti

—sen Kpsent —cos Kpsent Cos ¢

Es mas interesante el problema inverso: a partir de la matriz de rotacién
extraer los valores de los giros. Salta a la vista cosi en la parte inferior de-
recha de la matriz. Sin embargo este valor no se debe usar para obtener 7.
Si el angulo 7 es pequeno, como suele suceder, entonces ¢ queda determinado
por la diferencia a 1 de cosi, que vale aproximadamente i%/2. Es decir, que
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para obtener i con una exactitud de 10~%rad necesitamos tener cosi con una
exactitud de d(%) /di-107% = 107%. Empleando el seno, como para &dngulos
pequenos seni ~ 4, la precisiéon con la que necesitamos obtener seni es la
misma que aquella con la que queremos i, en este caso 107%. Por lo tanto, en
angulos pequefios para el coseno necesitamos ¢ veces la precision que se nece-
sita para el seno, pudiendo ser i 1073 6 107, que sin ser habitual tampoco es
excepcional.

sen i lo podemos obtener de la ultima fila o de la dltima columna, descon-
tando el elemento cosi. Asf, m3, +m3, = sen’i, y también m3;+m3; = sen?i.

Una vez conocido sen? i tenemos dos posibilidades para sen i, que nos dan
los angulos +7 y —i. El valor del coseno no sirve para discriminar, ya que
cosi = cos(—i). En realidad los dos dngulos son posibles. Podemos ver en
la figura de mas arriba, que si primero realizamos un giro K; + 180° que
sittie el sentido positivo del eje Y segun el sentido descendente de la linea de
méaxima pendiente, luego un giro 2 = —(—1i) y finalmente un giro K; —180°, el
resultado es el mismo. También podemos comprobarlo haciendo en la matriz
las sustituciones i — —i, Ky — Ky + 180, K; — K; + 180. Por convenio
tomaremos simpre el dngulo ¢ positivo.

Los angulos Ky y K los obtenemos como tan Ky = % , tan K = z—;g .

Si el angulo ¢ es muy pequeiio la direccién de la linea de maxima pendiente
no estd bien definida, llegando a la indefiniciéon total cuando ¢ = 0, situacion
en la que cualquier linea es de maxima pendiente. Entonces tampoco quedan
bien definidos K y K;. Sin embargo el giro K total, Ko+ K, si que esta bien
definido. En el caso extremo i = 0, Ky + K; es el angulo que forman los ejes
X, Y de la fotografia con los del sistema de referencia, que esta perfectamente
definido. Lo que queda indeterminado es qué parte de ese giro asignamos a
Ky y cudl a Ki; es decir, donde esta la linea de méxima pendiente. Si en la
matriz de rotacion sustituimos ¢ por 0:

cos K7 cos Ky — sen Ky sen Ky —(cos K sen Ky + sen K cos Ky) 0
sen K cos Ky + cos K sen K| cos Kicos Kg—sen Kisen Ky 0
0 0 1

Si i = 0 lo que estamos haciendo es dos giros K consecutivos: Ky y K,
cuyo resultado es un giro K de valor Ky + Kj.

TEsta propiedad se cumple para cualesquiera fila y columnas. La componente cuadratica
de una fila o columna suma 1. Por lo tanto, sean una fila f y una columna c, si eliminamos
el elemento que tienen en comun, la componente cuadratica de los restantes elementos en la
fila y en la columna ha de sumar lo mismo, puesto que a ambas les falta el elemento comin
para llegar a 1. Lo esencial para que se cumpla la propiedad es que el mdédulo de los vectores
fila y columna sea siempre el mismo, por lo que se sigue cumpliendo si multiplicamos la
matriz por una constante.
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En la matriz original, en las posiciones myi, maog, M2 V¥ Ma; NO tenemos
cos(Koy + K1) ni sen(Ky + K), pero con un poco de ingenio los podemos
obtener.

mq1 + Moy = cos K cos Ko(1 4 cosi) — sen Ky sen Ky(1 + cos1

) =
= cos(Ky + K1)(1 + cosi)
)

—mqg + magy = cos Kj sen Ko(1 + cosi) + sen K cos Ko(1 + cosi) =
= sen(Ky + K1)(1 4+ cosi)
my1 + Moo —M12 + Moy
1+ mss 1+ ma3

Como ya vimos, para angulos pequenos o préximos a 180° es mejor emplear
el seno que el coseno en la determinacién del angulo. Sin embargo, si el angulo
esta proximo a 90° o 270° es mejor el coseno por la misma razén. Entonces
podemos emplear el siguiente criterio:

si sen(Ko+ Ki) <cos(Ko+ Ky) = Ko+ K; = arcsin (sen(Ky + K;))

Por lo tanto cos(Ky + K;) = , sen(Ky+ Kp) =

si sen(Ko+ K;) > cos(Kog+ Ky) = Ko+ K; = arccos (cos(Ky + K1))

O emplear la tangente, como hicimos para Ky y Kj.

Con valores pequetios de ¢ conviene ajustar los valores obtenidos de Ky y
K, para que su suma sea Ky + Ki, ya que este valor estd determinado con
mucha més precision que aquellos. Si i es exactamente cero entonces asignamos
Ky v K; de manera arbitraria con tal de que su suma, que conocemos, sea
correcta. Podemos asignar por ejemplo todo a K3 o todo a K.

2. Angulos en la fotografia inclinada

Un aspecto muy interesante de la fotografia inclinada es la posicion relativa
del Norte (eje Y del sistema de referencia), la linea de méxima pendiente y el
eje Y de la fotografia. El angulo entre los dos ejes Y lo concemos de momento
dividido en dos partes: Ky y K;. El primero sobre el plano XY del sistema de
referencia (terreno) y el segundo sobre el plano de la fotografia. Es interesante
conocer el angulo completo en el terreno, azimut del eje Y fotografico, o en la
fotografia, situacién del Norte en la foto.

N

a + K;: sobre la fotografia
Y’ Ko + (: Sobre el terreno

Para ello es necesario establecer la correspondencia entre angulos en la fo-
tografia y en el terreno. La correspondencia entre puntos homologos se realiza
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proyectando a través del centro de proyeccion. Pero para hallar la relacion
entre angulos nos es suficiente la correspondencia entre rectas, que es mas

sencilla.
T
—
,,,,/

Correspondencia entre rectas

Correspondencia
entre puntos

El haz de rayos proyectivos que hace corresponder la recta r a la recta r/
forma un plano que contiene a r perpendicular al plano de la fotografia. Por
lo tanto podemos realizar la correspondencia a través de perpendiculares. De
esta manera estamos modificando la relaciéon punto a punto, pero no importa
porque la correspondencia r—r’ se mantiene. Esto implica también que los
angulos sobre el fotograma con el vértice en el punto principal dependen sélo de
la situacion del plano de la fotografia respecto al terreno y son independientes
de la distancia de proyeccién (distancia focal).

Sea « el angulo en la fotografia, medido a partir de la linea de maxima
pendiente, y A el angulo en el terreno. Tomamos sobre la recta de la fotografia
un segmento de longitud 1. Proyectamos su extremo sobre la linea de méxima
pendiente y sobre la recta de corte de los dos planos, formandose asi dos
triangulos rectangulos cuyos catetos son sen ay cos a.. A partir de estos tltimos
(los que valen cos«) obtenemos en otro tridngulo rectdangulo los segmentos
cosatani y cosa/ cosi (jOjo a la posicion del dngulo recto!).

sen o
Entonces tanA=———— — tan A = tan a cos i (1)
cos o/ cos i

También podemos calcular el angulo que forman las dos rectas, 7/, apro-
ximadamente el dngulo de inclinacion de r:
cosatant

tane = f =tanicosa
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Azimut del eje Y de la fotografia: Ky + 3.

m31 mi3
tan Ky = , tan( = tan Kjcosi = ———myg3
ma3a mag3

Posicion del Norte en la fotografia: o + K.

tan K() mas3y mis
= , tanK; =——

cos 1 321133 mos

tana =

A partir de la férmula de la tangente de la suma podemos obtener tan(Ky + [3)

y tan(a + K7) en funcién de mgy, mas, my3, mo3 y mag directamente.

tana + tanb
Recordamos que tan(a + b) = TRy —
— tan atan

ma31 __ mi3mss

tan(Ky + () = =2 25

1 -+ Mms1mismas

Mgz — 1131113217133

(2)

M32Mo3 + M311M131M33

m321m23
ma3i1 __ a3
tan(a + K,) = Zoms _ma 111817123 7 TN3T321Ms3 3
VS Ty s
mM32M23M33 321102311633 3177013

Expresiones que sélo se diferencian en la posicién de ms3 en el denominador.
Si trabajamos con los angulos,

tan(Ko + §) = tan Ko + tan Ky cosi  cos Ky sen K + sen K cos K cosi
0 1 —tan Kptan Ky cosi  cos K cos Koy — sen K7 sen K cos i
_ e Azimut del eje Y de la fotografia (4)
mi1

tan K ,
2220 4 tan Ki cos K sen K + sen K cos K cos i

__ _cosi _
tan(a + Kl) - 1 — tan Kgtan K1

cost

cos K cos Ky cosi — sen K7 sen K

m
S— Posicién del norte en la fotografia (5)
Ma2
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Las igualdades (2)=(4) y (3)=(5) las podemos tomar como propiedades de
las matrices de rotacion. Mas concretamente,

2
M13M32M3g — Mg1Maeg = —My2(1 — m3s)

Y las otras dos correspondientes igualdades para los denominadores. Se pueden
demostrar sin mas que sustituir los m;; por sus expresiones.

Es importante realizar una observacion acerca de los resultados que hemos
obtenido. Hemos trabajado con una parametrizacion de la matriz de rotacion,
pero hemos llegado a unas expresiones para unos elementos con significado
geométrico (i, Ko, K1, Ko + 3, + K;) que dependen sélo de elementos de la
matriz M. En dichas expresiones no interviene para nada la parametrizacion.
Los elementos m;; seran valores concretos conocidos a partir de los cuales
obtenemos los elementos anteriores.

3. El angulo de inclinacién

M = (m;;), en donde m;; es el coseno del angulo que forman el eje w;
del sistema de la fotografia con el eje X; del terreno. Por ejemplo, mis =
coS(Tot Yierr). Entonces mss es el coseno del dngulo entre los ejes Z. Pero
sabemos que también mgs3 = cosi, de donde 7 es el angulo entre los dos ejes
7. Esto graficamente es evidente.

Podemos intentar obtener el angulo de inclinacién en funcion de los angulos
Q y ® de la parametrizacion 2, ®, K. Para ello no tenemos mas que fijarnos
en el el elemento mg3, que sera igual a cosi. mzz3 = cosPcos() = cosi. Si
los giros los realizamos en el orden ®, ), K, en la expresién anterior tenemos
que intercambiar 2 y ®, pero como es simétrica queda invariante. Por otra
parte, si previamente a los giros 2 y ® realizamos un giro K, esta claro que
éste no afecta para nada a la inclinacién del plano. Por lo tanto todas las
parametrizaciones en base a los giros €, ®, K ldgicas (con el giro K en un
extremo) tienen invariante cos {2 cos ®, aunque los valores independientes de
Q) y ® sean distintos.

La expresién cos {2 cos ® = cosi es aparentemente muy distinta de la tan
extendida Q%+ ®? = 2. Esta tltima es un desarrollo polinémico de la primera
limitado a los términos de segundo orden, despreciando los de cuarto orden y
superiores. S6lo es valida para valores de ¢ pequefios.

Si x es pequenio = cosx~1— L.

2
Entonces hasta el segundo orden se cumple

5 T3 2
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O+ % =4

Despreciando el término de cuarto orden.
El error cometido es de cuarto orden en 72, lo que significa que en i es de tercer
orden, y por tanto se obtiene una aproximacion de segundo orden.

Calcular el angulo de inclinacion a través de los cosenos tiene el problema
que ya apuntamos para los angulos pequenos. Por eso es mejor transformarlos
a Senos.

V1 —cos?Qcos?® = /1 — cos?i
V1 —(1—sen2Q)(1 — sen? ®) = sen
V1 — (1 —sen2(Q —sen2? ® + sen? Qsen? d) = sen

Vsen2 Q) + sen2 ® — sen2 Qsen2 ® = seni

Otras dos expresiones equivalentes para el radicando son sen? Q+sen? ® cos? 2
y sen? @ +sen? ) cos? @, que también son validas para dngulos pequeiios y a las
que se puede llegar directamente a partir de m?; +m2, = sen®iy m3, + m3, =
sen?q.

En la practica la mejor solucion consiste en tomar cos €2 cos @, y si el resul-
tado es menor de, por ejemplo, 0,001, emplear la simplificacion i = v/ Q2 + 2.

4. Calculo de la fotografia horizontal

Ya sabemos obtener los angulos i, Ky, K a partir de la matriz de rota-
cion. Estos elementos seran necesarios para horizontalizar analiticamente el
fotograma.

En primer lugar pasamos las coordenadas a un sistema en el que el eje
y coincide con la linea de maxima pendiente. Para ello hay que aplicar a las
coordenadas un giro —Kj.

/
YK,

' = cos Kix +sin K1y
Yy = —sin Kix + cos K1y

Para que los gréaficos sean mas facilmente comprensibles, de aqui en adelante
dibujaremos los bordes del fotograma paralelos a los ejes ', y/'.

Si la fotografia se hubiese obtenido en el mismo punto O pero en posicion
horizontal, en lugar del punto ¢ la imagen seria el punto ¢”, de coordenadas
2" y". Existen diversas maneras de obtener las coordenadas de ¢” a partir de
las de ¢g. El que desarrollamos a continuacién se basa en tres puntos.
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0
BN

s Los transformados de los puntos situados en el eje 3’ son faciles de
calcular.

» Las rectas paralelas a AB lo siguen siendo después de la transformacion.

» Los angulos con vértice en el isocentro (/) se conservan.

0
3
D\E P
\
f L)
ya,
nO\LA
O/ I C pl/

El proceso es el siguiente: Sea p la proyeccion de ¢ sobre el eje y' v s la
recta que pasa por ¢ y p. Calculamos el transformado de p: p”. ¢” se encuentra
en la intersecciéon de la transformada de s, s”, con la recta r”, transformada
de r, que forma con el eje y” el mismo dngulo 6. Las coordenadas respecto al
isocentro las denotaremos con el superindice I.

; : . I .
y’II: —yf = —f‘;an% = vy, =y, tftang , y =y, —ftang
/ A 1 /)
,',Up _'Tp y xp// —.flfp L L
Tenemos que obtener y;,’,,l = Ip". Lo obtendremos como o'p" — o"1.
— i
o'l = ftan =
2
_OO// - - OO//
o'y = Dp=— = ("] + IC) ————
V'=Drgs = ) 57 0
i f f2tan L + fy!" cosi
f —y, seni f—y, seni
W _ = {2 tan L + fy;,I cosi . i fyé,lcosz' + ftan %yé,l sen i
yp//—Op—O = r i - — ani— F T -
Yy, seni Yy, seni
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11 : i . 2
ul fy, (cosz + tan § sen z) _ fy,
yp” - 13 . - )1 .
f—y, seni f—y seni
1 1—cost
Puesto que tan - = ——
2 sen ¢
AP .z .z 1 e I I /7
La ultima expresion también la podemos escribir como y;’,, =, %- Aho-
. I =500 .o I =5
ra bien, se cumple yl’,’,, =FEP %’ lo que significa y,” = EP. Esto lo podemos

ver si completamos los angulos en la figura.

Lo que da lugar a un desarrollo mucho mas directo.
Hallamos la coordenada 7, aplicando la consevacién del angulo 6.

11 nl
Yq

1"
P Yo p
' a 9 al,
r s ™ s
q 7"
nl /
" ) Yprr fz],
xq// — xq -

I e T :
v, f —y, seni
. I ,
Finalmente sumamos y7 a y,», lo que completa el célculo de las coordenadas

de ¢” en el sistema 2", 3" .

f
i /
= 6
xf—y’lseni (6)
" 24 v
= ftan — 7
f — 1y seni 8LI12 (7)



La fotografia inclinada

Si lo que queremos son las coordenadas de los puntos imagen “como si
la fotografia se hubiese obtenido exactamente igual pero horizontal” todavia
falta aplicar un giro K, para restituir los ejes z, y originales. El giro es K; y
no 3 (el 4 de la seccién 2) como a lo mejor pudiera parecer, ya que los ejes de
la fotografia no son algo que se proyecte, sino algo que esta en la fotografia, y
que se mueven solidarios a ella cuando la giramos o desplazamos.

Es mas, si los ejes los proyectasemos, los nuevos ejes x,y dejarian de ser
perpendiculares.

Pero seguramente no tengamos ningun interés en mantener la posicion
original del eje y en la fotografia horizontalizada. Sin embargo si que puede
tenerlo el que la fotografia quede orientada segun el sistema de referencia.
Para eso tenemos que realizar un giro —Kj.

" B cos Ky sen K\ [z . 2" = 1" cos Ko+ y" sen K,
y" 7 - \—sen Ky cosKy) \y’ 7 y" = —x"sen Ky + v" cos Ky

Las expresiones (6) y (7) podemos expresarlas directamente en funcién de
Y/, sin tener que pasar a través de y'/. Simplemente sustituimos y’ por su

valor: y' 4 f tan % En primer lugar el denominador:

f—y seni=f— (v +ftani)seni={f — (y' seni + f(1 — cosi)) =

= fcosi — vy seni

Lo que nos da la expresion para la x.

2 =7 : f : (8)
fcosi — gy sent

Para la y tenemos que hacer alguna operaciéon mas.

f ) i f i
" 1 /
=y ——— +ftan- = ftan — ftan —
vy f—y’lseni+ ) (y—l— an2)fcosz’—y’seni+ )
"4 ftan i '
—fd LTt
fcosi — gy’ sent 2

:fy'+ftan%—i—(fcosi—y’seni)tan%

fcosi — gy sent

10
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l—cosi

sen ¢

Ahora sustituimos tan 3, primero por

y después por

sent

1+cosi’

y' —y'(1 —cosi) + ftan £ + f cositan

"
=f
Y fcosi —y'seni

_fy’cosz’+ftan%(1 + cos1) _fy’cosz'+fseni

fcosi —y'sent
f

= (y/ cosi +fseni
(v )fcosi—y’seni

5. Interpretacién de (8) y (9)

fcosi —y'sent

Las expresiones (8) y (9) podemos obtenerlas por otro camino que nos da
el significado de cada uno de los términos que aparecen en ellas.

En primer lugar, situamos los ejes con el origen en O, como se suele hacer
cuando se considera también la coordenada z. Las coordenadas z,y no se ven
afectadas, ya que la traslacién efectuada para pasar los ejes sobre la fotografia
a la posicién con origen en O es a lo largo del eje z.

Pasamos las coordenadas de ¢ del sistema 2/,1/, 2" al 2", 9", 2" realizando
un giro en torno al eje x de valor i. La coordenada x no varia: ”” = 2/; y las

coordenadas v, z lo hacen de la siguiente forma:

y"\ [cosi —seni) (y'\ [cosi
2" ) \sent cosi ) \ 7 sen 1

y" =1y cosi+fseni

2" =y'seni —fcosi

Aplicandolo a ¢,

"o
Ly =Ty

Yy = yycosi+ fseni
"

q

zy = —(fcosi —y, seni)

—seni Y
cos 1 —f

11
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Las coordenadas de ¢” en el sistema z”,y”, 2" (y en cualquier sistema
centrado en O) son proporcionales a las de ¢. La razoén de proporcionalidad

la podemos establecer sabiendo que 27, = —f.
O’ —Y
q

fcosi —y; seni

Lo que nos permite hallar x7, e yy.

f f
" i /
xq// - q N T = xq . B
fcosi —y; seni fcosi —y; seni
f f
"N N . / . .
Yo = Yi — ,_(chosz+fsenz)f — .
COS & — Y, Sen i COS @ — Y, Sen i

Que son las expresiones (8) y (9) respectivamente.

6. Método directo

El método que hemos desarrollado en las paginas anteriores consta de tres

pasos (terminando con la fotografia orientada segtn el sistema de referencia).
-K 7, A —K
(SL’, y)q —1> (I,, y/)q _ (SL’”, y//)q” —0> (IW, y///)q”

Podemos realizarlo en dos pasos. En el primero “quitamos” todas las ro-
taciones de una vez, multiplicando por M1, lo que da como resultado las
coordenadas de ¢ en un sistema orientado igual que el de referencia pero cen-
trado en O: el sistema z’, y"”, 2. Las coordenadas de ¢” son proporcionales a
las de ¢, y al igual que antes hallamos la relaciéon de proporcionalidad sabiendo
que zy, = —f.

(x’ y’ _f)q kN (x///’ ///’ Z///)q

(/B
(ZIZ' >y y % )QN

x X
" _ -1 _ T
= y | =M1y
" ‘ _f _f
f
" "
¢ ¢ Lyr = Ty o
- q
- 7 o £
q q mo__
¢ = Yq o

Este método es el més practico.
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